
トポロジカル物質の表⾯に
誘導される重⼒場について

深⾕英則 
(⼤阪⼤学)

Shoto Aoki (RIKEN iTHEMS), HF 2203.03782, 2212.11583
Shoto Aoki, HF, Naoto Kan (U. Osaka) 2402.09774

S. Aoki, HF, N.Kan, M. Koshino and Y. Matsuki, 2304.13954  
+ work in progress

https://arxiv.org/abs/2203.03782
https://arxiv.org/abs/2212.11583
https://inspirehep.net/literature/2758688
https://arxiv.org/abs/2304.13954


重⼒を感じたことがありますか？

地球の重⼒：地表付近での重⼒加速度は

   

     9.8 m/s2



地球の重⼒以外の重⼒を感じたことがありま
すか？
例)  ジェットコースターのカーブやループ

ロケットの加速度だと3-4G [地表の重⼒加速度の3-4倍] に達す
るそうです。
でもこれは万有引⼒ではなく、慣性⼒と中学、⾼校では習いま
した。



アインシュタインの等価原理
慣性質量 = 重⼒質量
   あらゆる慣性⼒  = 重⼒ (と局所的には区別できない).

慣性⼒の特徴：
運動が曲がった経路に
拘束される =慣性⼒= 誘導重⼒

空間がはじめから曲が
っている = ⼀般相対論

Cf.) スペースコロニーの遠⼼⼒.



トポロジカル物質の表⾯が曲がっている場合、
その上に拘束された電⼦はどのような
誘導重⼒を感じるか？

トポロジカル物質

中⾝(bulk)は絶縁体で電
流は流れないのに、
表⾯に拘束された電⼦
だけ流れることのでき

る物質

普通の物質
あるいは研究室



トポロジカル物質の表⾯が曲がっている場合、
その上に拘束された電⼦はどのような
誘導重⼒を感じるか？

トポロジカル物質

普通の物質
あるいは研究室

表⾯に拘束された電⼦は慣性⼒
による誘導重⼒を感じるはず。

ではどんな重⼒場を
感じるのか？(=私たち
の研究)



物性実験による誘導重⼒の報告例
Onoe et al. 2012
によると、C60 ポリマー
の光電⼦分光実験で

伝導電⼦が重⼒場中のHamiltonian

に従って運動している
と報告。



グラフェン上の重⼒

グラフェン=炭素原⼦からなる２次元六⾓格⼦状の物質

⾼い熱、電気伝導性を⽰す。
有効理論は相対論的な Dirac フェルミオン
としてふるまう。曲げやすい。
 “重⼒(の類似物)” が強束縛模型Hamiltonianから誘導された. 

Figure from R. Mckenzee’s webpage.

[F. de Juan et al. 2012, Roberts & Wiseman 2023…] 

Figure from Wiseman’s slides



トポロジカル物質に現れる誘導重⼒ 

連続理論で球状のトポロジカル絶縁体の表⾯に現れる
誘導重⼒について２つのグループが理論計算: 

Parente, Lucignano, Vitale, Tagliacozzo, Guinea, 
 “Spin connec9on and boundary states 
 in a topological insulator,” PRB 83, 075424 (2011)
 
Imura, Yoshimura, Takane, Fukui, 
         “Spherical  topological insulator,” PRB 86, 235119 (2012)
 
しかし、 まだ実験による報告はない.

両⽅とも２次
元球⾯ を 連続
場の理論で研
究.



本研究：連続と格⼦両⾯で以下を研究。
•トポロジカル物質が⼀般の曲がった表⾯を持つ場合、どのような誘導
重⼒が⽣じるか？また、それはどのように検出できるか？

•本物の重⼒=⼀般相対性理論(の量⼦化)に何かヒントが得られないか？
⾼次元の平坦な時空の格⼦化->低エネルギー有効理論として重⼒が得
られないか？＝これまでにない格⼦重⼒理論のアプローチ。

•トポロジカル絶縁体に磁気モノポールを⼊れたらどうなるか？(Wi:en 
effect) その微視的構造が、実は曲がった表⾯と誘導重⼒で説明できる
ことを明らかにした。
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“曲がっている”とは

1次元の場合：曲線の
各点に接し、その2回
微分が⼀致する円
(接触円)の半径=曲率
半径の逆数で表す。

<latexit sha1_base64="CZ5c6Mmg0QQlNVIW/PFyxglRSSQ="></latexit>

R
<latexit sha1_base64="2/NDnEkEMMZkfRpBahy0NCApNnE="></latexit>

κ =
1

R



“曲がっている”とは

2次元の場合：曲⾯の各点に接
し、法線が決まる。その法線を
含む平⾯を法線を軸にぐるっと
⼀回転、曲⾯と交差する曲線に
ついて曲率を計算、その最⼤値
と最⼩値をかけて定義する。
* 法線ベクトルの逆側に接触円
がある場合は負の値を与える。

Figure from Wikipedia

<latexit sha1_base64="CZ6jia9HZgaNTRoCbol6hqagWkc="></latexit>

R1

<latexit sha1_base64="jB10bYD4Nt7ysBXQNMxIqSxR7DQ="></latexit>

R2

<latexit sha1_base64="O0EjOrO1Th+3KEJSInRx0qGpdXQ="></latexit>

K =
1

R1R2

“法線”がないと定義できない？
外側=３次元空間が必要？



Gaussの驚異定理[1827]

2次元の曲⾯のGauss 曲率は内在的な量のみで記述できる。
どうするか？ 各点で“距離”が定義されていればよい。
平⾯上の  と                      の(微⼩)距離  :

曲⾯では

距離の伸び縮みがわかれば曲がり具合もわかる。
 Gauss 曲率は                         だけで書ける！( Riemannがn次元に拡張 )            

<latexit sha1_base64="/uRNe0bdUxDZBsYAkDokgjgWlRA="></latexit>

ds2 = dx2
1 + dx2

2
<latexit sha1_base64="RpUP9RfymcDYbrsuu6Lc0g+EaYg="></latexit>

gµν(x) : 計量

<latexit sha1_base64="+GsaffPxBrIyskg/M4lXrpoym6E="></latexit>

(x1, x2)
<latexit sha1_base64="8lA2M8lS46eHka01vvrdvb+rRrw="></latexit>

(x1 + dx1, x2 + dx2)

<latexit sha1_base64="P+f+5Yo90JTuCBPNhYF2zCoOhYU="></latexit>

ds2 =
X

µ,ν=1,2

gµν(x)dx
µdxν

以下、和の記号は省略することあり

<latexit sha1_base64="x8E3TpMVZreW5vT1xtuxlTPST4c="></latexit>

gµν(x)



Nashの埋め込み定理

•あらゆる任意の次元の曲⾯ Y (Riemann多様体)は有限⾼次元の平坦な時
空に埋め込める。

•しかもYの計量は埋め込みで(⼀般座標変換&局所ローレンツ変換のゲー
ジ任意性を除いて) ⼀意的に決まる:

<latexit sha1_base64="XDdD4imdEGaZIsfod7DR4FPkhRg="></latexit>

xµ = xµ(y1, · · · , yn)

[Nash, 1956]

<latexit sha1_base64="462gGdZUFFK8E/+b385UjaodsMw="></latexit>

gij =
X

µ⌫

�µ⌫
@xµ

@yi
@x⌫

@yj
.

つまり、曲⾯の内在的な量であるはずの計量
を外在的な量で書き直すことができる。
(深⾕の超訳)=あらゆる内在的な重⼒は外在的に
得られる誘導重⼒で書き直すことができる。



Nashの埋め込み定理

しかもYの計量は埋め込みで(⼀般座標変換&局所ローレンツ変換のゲー
ジ任意性を除いて) ⼀意的に決まる:

[Nash, 1956]

<latexit sha1_base64="462gGdZUFFK8E/+b385UjaodsMw="></latexit>

gij =
X

µ⌫

�µ⌫
@xµ

@yi
@x⌫

@yj
. ただし、物理がY上の計量のみで書けるかどう

かは⾃明ではない。外在(extrinsic)的な重⼒場
の影響は系ごとに検証することが重要。



Contents

1. 導⼊
曲がった物質表⾯にどんな誘導重⼒が現れるか？

2. 空間の曲がり⽅と誘導重⼒
空間の曲がり⽅は内在的にも外在的にも記述が可能。誘導重⼒は後者。

3. ⼀般の曲がったドメインウォールフェルミオンの連続理論での解析

4. ２次元球⾯ドメインウォールフェルミオンの格⼦理論の数値解析

5. 磁気単極⼦をトポロジカル絶縁体に⼊れると何が起こるのか?

6. まとめと妄想

✔

✔



Dirac ⽅程式 (電⼦の従う運動⽅程式)
Schrodinger ⽅程式
(時間と空間が⾮対称：
相対論と両⽴しない)
Klein-Gordon ⽅程式 (ボーズ粒子にのみ使える)

Dirac ⽅程式
<latexit sha1_base64="T/1zyA+KmDxoTXEbfiiZ0ZOIY1s="></latexit>

[�µ@
µ +m] = 0.

<latexit sha1_base64="h2O/2TFXLWf9OeKtLvGLYk5/pWc="></latexit>

[��µ@µ +m] [�µ@
µ +m] = 0.

Euclid化した後の4x4 Gamma matrices

<latexit sha1_base64="KgRhqust4UDZbW6WfzHetwazO1w="></latexit>

c = ~ = 1

<latexit sha1_base64="e1Gp6Rjkp7nRpBPoGZtt5UORZtY="></latexit>
i
@

@t
+

1

2m

@2

@x2
i

�
 (x, t) = 0

<latexit sha1_base64="D4ylZBdLXQgFGVEXAxfTzHyqCIQ="></latexit>

@µ =
@

@xµ
略記



Dirac ⽅程式
電磁場などのゲージ場があるときは微分を共変微分に変える：

NOTE : 質量は正負どちらも許される。しかも物理的にも意味
がある(後述)。

＊物性理論でも準粒子がDirac 方程式に従う場合がある。一回微分項は
spin-軌道相互作用etc.から、質量項はフェルミエネルギーからのギャッ
プとして、それぞれ現れる。 

<latexit sha1_base64="gtHrndS6aM0dr233Lf09oipPRZI="></latexit>

[�µ(@µ + iAµ) +m] = 0.
4元ゲージポテンシャル
(電磁場 or グルーオン場)



平坦な Domain-wall フェルミオン
質量項の符号を領域(domain)によって変えた系。

以下で、絶縁体中の電子場のときは、 がトポロジカル絶縁
体でそれ以外(実験室を含む)が通常の絶縁体(のモデル)の記述
になっていることを説明する。

<latexit sha1_base64="Wksm7R2VriEcc9FhL0XlAVLXLuU="></latexit>

S =

Z

X
d4x  ̄(D +m✏(x)) (x)

<latexit sha1_base64="McHYZpwcBpoF2hmRqvD76ESCTSE="></latexit>

m > 0
<latexit sha1_base64="m8XlhvUoi953mLyuw68eIxHfeh8="></latexit>

�(x) =

�
+1 x � X+

�1 otherwise

<latexit sha1_base64="HqSMimb1XtW/GVaNHzSvqtWgU/c="></latexit>

X+



4次元 Dirac ⽅程式の変数分理解
のときのDirac 方程式

で変数分離解を仮定 : 

<latexit sha1_base64="0y2SQrZvitLe3f6o8gt/ScRZIxc="></latexit>

✏(x) = sign(x1)
<latexit sha1_base64="OGiyIrURKgvmDHOjmm2M4XdPoi0="></latexit>

0 = [D +msign(x1)] = �1
⇥
@1 +m�1sign(x1) + �1D

3D
⇤
 

<latexit sha1_base64="zfGB51fU/K/tfi0HWx/zsLVXyA8="></latexit>

D3D�(x2, x3, x4) = 0.

<latexit sha1_base64="9FyRAneQrxFxeflfAaa141EftKI="></latexit>

 = �(x1)�(x2, x3, x4)

<latexit sha1_base64="2ByI+U9WbM79AjMIbkdXYPZDMrc="></latexit>

(@1 +m�1sign(x1))� = 0



Dirac ⽅程式の変数分理解

の固有値が+1 の状態で の領域では

    解は
 の固有値が+1 の状態で の領域では

     解は
まとめると、
                         に局在するedge解になっている。

<latexit sha1_base64="2ByI+U9WbM79AjMIbkdXYPZDMrc="></latexit>

(@1 +m�1sign(x1))� = 0
<latexit sha1_base64="LUsuGPn9er47EwzdUeULZIz1Wic="></latexit>

x1 < 0<latexit sha1_base64="kXFfG6/8+XHHQ33WmcZo0y+7MSU="></latexit>�1
<latexit sha1_base64="Ka+gS5X4bk+QO9b9gPiYMLkM12E="></latexit>

(@1 �m)� = 0
<latexit sha1_base64="+H+VJc292n0vHUOzIteJXbRWfFo="></latexit>

� / exp(mx1)
<latexit sha1_base64="Nr68xzVZhyg4/zep6aK7PELn5dw="></latexit>

x1 � 0
<latexit sha1_base64="kXFfG6/8+XHHQ33WmcZo0y+7MSU="></latexit>�1

<latexit sha1_base64="FZ33wSmZuMBWcaclsuG1fGkjyWI="></latexit>

(@1 +m)� = 0
<latexit sha1_base64="VftdYJaKkzzO4ugXkFWR1zlAkUM="></latexit>

� / exp(�mx1)
<latexit sha1_base64="vdd+dHjnKUTygOQWsOcdtdLXFLc="></latexit>

� / exp(�m|x1|)
<latexit sha1_base64="a7RVoL6IdOqYvYjRymUmOwG4H88="></latexit>

x1 = 0



エッジモード

まとめると、
                         に局在するedge解になっている。

<latexit sha1_base64="vdd+dHjnKUTygOQWsOcdtdLXFLc="></latexit>

� / exp(�m|x1|)
<latexit sha1_base64="a7RVoL6IdOqYvYjRymUmOwG4H88="></latexit>

x1 = 0



Edge状態
ドメインウォール or 符号関数がないと解は存在しない(二乗可
積分ではない)。

同様に、      の固有値が-1の状態の解も存在しない=解はカイ
ラルである。

まとめ：domain-wall フェルミオンのDirac方程式は、
エッジに局在するカイラルな質量ゼロの解を持つ。

<latexit sha1_base64="zfGB51fU/K/tfi0HWx/zsLVXyA8="></latexit>

D3D�(x2, x3, x4) = 0. 質量ゼロの2+1次元Dirac場の⽅程式

<latexit sha1_base64="kXFfG6/8+XHHQ33WmcZo0y+7MSU="></latexit>�1



曲がったドメインウォールフェルミオン

埋め込みを決める関数                              を⽤意。
fのゼロ点でドメインウォールYを描く： 以下で
1) エッジ局在モードが⼀般に存在する。
2) それらは  の“カイラル”な固有状態である。 
3) それらは誘導(されたスピン接続を通して)重⼒を感じる。

[S.Aoki, HF 2022]

<latexit sha1_base64="sVnc7eahJzgEc1PK/F2B3LdQHGw="></latexit>

Y = {f = 0}

<latexit sha1_base64="AmcGaLjs+10dCwzC31XRR5Hs3Ws="></latexit>

�normal = n · �

<latexit sha1_base64="7D9mPB9GwtwEaJD7bUZLH1iEMEc="></latexit>

S =

∫
dn+1xΨ†γ0

[
]

i

γi∂i + sgn(f(x))M

]
Ψ(x)

<latexit sha1_base64="HDF/rjDGqlXKo2ZDGdYdL9MvKTA="></latexit>

f : Rn+1 → R



局所ローレンツ変換
時空の各点でローレンツ変換(Euclid時空ではただの回転)を施し、

となる座標でDirac⽅程式を書き換える。

ここで変数変換にともなう

  を多脚場と呼ぶ。

<latexit sha1_base64="b0qNflaiTdIEl3Sha2AzCb5OXFE="></latexit>�
y1, · · · , yn, t

�

Yに垂直な座標Yに沿った座標

<latexit sha1_base64="I3faPs+8lk49JyGrKwDDSyokyxs="></latexit>

eai =
∂ya

∂xi

<latexit sha1_base64="e9QsXtX5j6VmGqhnhEM+xIFJ6gc="></latexit>

eti =
∂t

∂xi

<latexit sha1_base64="P3X3AOQAsRoP/kt9hfz/nI7xasA="></latexit>

DDW =
∑

i

γi∂i + sgn(f(x))M =
∑

i

γi[
n∑

a=1

eai ∂ya + eti∂t] + sgn(t)M



局所ローレンツ変換の続き
フェルミオン場の変換も必要: 

変換後のDirac演算⼦は

以下の内在的(intrinsic)スピン接続 [電磁場みたいなものの重⼒版]

 および外在的スピン接続[平均曲率という名前がついている]を含む。
   

<latexit sha1_base64="8IY7hQu0+GyAvHd5AgDZBRJa7u8="></latexit>

Ψ → exp([γi, γj ]εij(x))Ψ

<latexit sha1_base64="ECmkYfFaIyQf+OrEhuwCrp4QkO0="></latexit>

D′
DW = e[γ

i,γj ]εij(x)DDWe−[γi,γj ]εij(x) =
∑

i

ωi

[
n∑

a=1

eai (∂ya + ωa) + eti(∂t + ωt)

]
+ sgn(t)M

<latexit sha1_base64="DXEnFyKrnZpQGB6n4LWktC01FxM="></latexit>

Cab,c = δlke
l
c(∂be

k
a − ∂ae

k
b )

<latexit sha1_base64="of/XnDo3+VnsquU+YkbLd9gqCrw="></latexit>

ωt = −1

2

∑

a

ωat,a

<latexit sha1_base64="pQVwaJysNFhjT0QP3KPtdP8a4bY="></latexit>

ωa =
1

2
ωbc,a[γ

b, γc], ωbc,a = −1

2
(Cbc,a + Cca,b − Cab,c),



ここまでは何もしてません。
平坦な時空のDirac⽅程式をわざわざ曲がった座標で変数
変換して複雑な形に表しただけです。
しかし、電⼦がこのDirac⽅程式に 従って運動する場合、
誘導重⼒が有効場として現れます。 

<latexit sha1_base64="uQS3Wn/3i2aQ8gZ+X46ieLT9NOE=">AAADV3ichVHNihNBEK5JdI3xZ7N6Ebw0htXIQuhZZBVhYdE9eBH2x2wCmWTome3MNjt/9HSCcWivii/gwZOCiPgYXnwBD3kE8eYKXgStzMwiJqzWMN1VX9f3VVW3E/siUZROjFL51OmFM5Wz1XPnL1xcrC1d2kuioXR5y438SHYclnBfhLylhPJ5J5acBY7P287h/el5e8RlIqLwkRrHvBcwLxQD4TKFkF37tmmnlgzIZlvfIOvESoaBnQpteSwIWF8Qy+cD1c1htm7qfmgp/lhlhVPJ93XKbdFnmjSsmEklmG+nY4xXZtOsKOAes5m+SYglhXegetUVMpeV11W6qHusqU7SUxpFClI2SOKFujGbrLDqw+Oydq1OmzQzMu+YhVOHwrai2juwYB8icGEIAXAIQaHvA4MEvy6YQCFGrAcpYhI9kZ1z0FBF7hCzOGYwRA9x9TDqFmiI8VQzydguVvHxl8gksEw/0/f0iH6iH+gX+vNErTT TmPYyxt3JuTy2F19c2f3xX1aAu4KDP6x/9qxgAHeyXgX2HmfIdAo354+evDzavbuznF6nb+hX7P81ndCPOEE4+u6+3eY7r6CKD2DOXve8s7faNNeaa9u36hv3iqeowFW4Bg2879uwAQ9gC1rgGh3jqfHMeF6alH6VF8qVPLVkFJzL8JeVl34DO0fpeQ==</latexit>

D′
DW =

X

i

ωi

"
nX

a=1

eai (∂ya + ωa)

#
+ ωt

⇥
∂t + ωt + ωtsgn(t)M

⇤

ドメインウォール⾯に垂直
⽅向微分+ 質量項

=拘束⼒
n-次元で質量ゼロの 
曲がった空間上の Dirac 演算⼦

<latexit sha1_base64="7/nqdlCpir/6vF6+Mcq8gkGmfYs="></latexit>

γt =
X

i

γieti



Dirac演算⼦

は、以下の domain-wallの位置に局在した固有状態を持つ。

この状態はカイラル： で、 はdomain-wall上の

運動⽅程式を満たす。

エッジ状態解の具体形

内在(intrinsic)Spin接続。

外在接続(平均曲率)は全
然運動に影響しない！

<latexit sha1_base64="zh5Wwid9zFBUpbDSx45kuulW+P4="></latexit>

χ(y)
<latexit sha1_base64="KwU+U+nPVc2oV93OHsPhOa2l+38="></latexit>

γtv+ = +v+
<latexit sha1_base64="d9xu6/Bore+uXTOban8C8dzEvU4="></latexit>

X

i

ω̃i

"
nX

a=1

eai (∂ya + ωa)

#
χ(y) = iλχ(y)

<latexit sha1_base64="u79P3qcgta6p++P2Wv3IycwnvVI="></latexit>

D′
DW =

X

i

ωi

"
nX

a=1

eai (∂ya + ωa)

#
+ ωt

⇥
∂t + ωt + ωtsgn(t)M

⇤

<latexit sha1_base64="+dfa4SfAKNZdalTnA/E1z6/bzoM="></latexit>

ω = exp


−M |t|

⇢
1 +

1

8M |t|

Z t

0
dt′trωt(y, t

′)

��
v+ ⊗ χ(y)

<latexit sha1_base64="7/nqdlCpir/6vF6+Mcq8gkGmfYs="></latexit>

γt =
X

i

γieti

<latexit sha1_base64="pu0uSWXZD/ChQ0rSTybUw8UNnLk="></latexit>

+O(1/M) +O(exp(−M |t|))



•トポロジカル物質の表⾯の電⼦は、内部(バルク)の影響を
全く受けず、内在的な曲率のみを感じて運動する。

•  もしわたしたちの物質が平坦な⾼次元時空に埋め込めら
れた4次元ドメインウォールのエッジ状態でできていた
ら、私たちは５次元⽅向の存在を知覚できない。

*ただし、ゲージ場をこのように表⾯に拘束する⽅法は知られていない。

外在曲率は1/M で抑えられる。
<latexit sha1_base64="+dfa4SfAKNZdalTnA/E1z6/bzoM="></latexit>

ω = exp


−M |t|

⇢
1 +

1

8M |t|

Z t

0
dt′trωt(y, t

′)

��
v+ ⊗ χ(y)



前半のまとめ

トポロジカル絶縁体の曲がった表⾯には 
1) ⼀般にエッジ状態が局在する。
2) エッジ状態はカイラルである: の固有状態。
3) エッジ状態は 内在的な誘導重⼒のみを感じる。
4) エッジ状態は外在的な曲率を感じない。
5) 誘導重⼒はDirac演算⼦の固有値から検出可能である。

[S.Aoki, HF 2022]

<latexit sha1_base64="bxcK84Uwx9vSOua4ihEEHW6SeWY="></latexit>

{γi, γj} = 2δij

<latexit sha1_base64="7D9mPB9GwtwEaJD7bUZLH1iEMEc="></latexit>

S =

∫
dn+1xΨ†γ0

[
]

i

γi∂i + sgn(f(x))M

]
Ψ(x)

<latexit sha1_base64="n3MaLZv/TDM2yxGAWP5AgnRE6ro="></latexit>

γt = n · γ
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２次元球⾯ドメインウォール
: 3次元平坦なEuclid空間のDirac 演算⼦

質量項

<latexit sha1_base64="8z+tOWEc+BxrOV/1DcAhCquv0gk="></latexit>

R3
<latexit sha1_base64="Al1z/hk0Xy3JalS2Kd+R2DCVQFw="></latexit>
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3X
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�i

✓
@

@xi
� iAi(x)

◆
+m(x)

U(1) ゲージ場

<latexit sha1_base64="PDQI6UI04/F59aGifNe3MeGnyBo="></latexit>

m(x) =

⇢
−m for |x| ≤ r0
+M otherwise

,



球⾯エッジ状態
Dirac演算⼦の極座標表⽰

2次元 Dirac 演算⼦(with 適当なゲージ固定) 

エッジに局在する解 = 2DのWeyl フェルミオン!  

<latexit sha1_base64="of0xGhnVgK2AZXRttBZQTjExn5o="></latexit>
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<latexit sha1_base64="mWLAZViPtyfLGU7ADRmccwJYrY4="></latexit>

 e
+ =

1

r
exp[�m(r0 � r)]P+�(✓,�),

<latexit sha1_base64="l2fbxc1izLR67Ii1UI/ihe6CDkY="></latexit>

P+ =
1 + �r

2

誘導された spin 接続

<latexit sha1_base64="MVbg/Oc7s41zSL7ux2ItpUQB45E="></latexit>
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<latexit sha1_base64="tZIoDQa8foiamTRAzLS/e+YXpxo="></latexit>
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<latexit sha1_base64="a1wL50Oxlq2NkOiDqK+Sdnr/DiY="></latexit>Z

R3

r2drdθdϕ|ψ|2 < 0



球⾯ドメインウォールフェルミオン格⼦理論版
格⼦上のdomain-wall Dirac演算⼦を考える。

where 

数値的に固有値問題を解く。 
<latexit sha1_base64="Ng64dXtPeW5cbc1Ygx/uRnK7PLM="></latexit>

DDWD†
DW

<latexit sha1_base64="UzuRWeuQyybeMgQqr4aHm0UahvI="></latexit>

D†
DWDDW

<latexit sha1_base64="iVXmCZIMPBN5DHyOxMBhVMAtxXQ="></latexit>
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+

X 1
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<latexit sha1_base64="PDQI6UI04/F59aGifNe3MeGnyBo="></latexit>

m(x) =

⇢
−m for |x| ≤ r0
+M otherwise

,

*                        limit makes the numerical analysis easier.
<latexit sha1_base64="Yb3ZDlwjnD7ykjnD5mji+a6xLEE="></latexit>

M → ∞

<latexit sha1_base64="SPF5OB4tpFde0HMY6rNfLFNqZ2w="></latexit>

a∇iψ(x) = Ui(x)ψ(x+ ei)− ψ(x)
<latexit sha1_base64="sznGorAm/ivVhxoB+kMS6uqhVxM="></latexit>

a∇†
iψ(x) = U†

i (x− ei)ψ(x− ei)− ψ(x)

この格⼦上には 局所Lorentz変換も
⼀般座標変換も存在しない。



Dirac 固有値分布とカイラリティ (Aμ=0) 

   
球⾯に局在するエッジ状態を確認！
1) それらはほぼカイラル                ,
2) 固有値にギャップ。(誘導重⼒の証拠！),
3) 縮退も含めて連続理論とよい⼀致.

<latexit sha1_base64="vRQ2nIun77ryfEMLqE0idPxu2bo="></latexit>

h�ri ⇠ +1

EigenfuncPon amplitude 
distribuPon

<latexit sha1_base64="G4D3TqwMVxDru0QzAVELDzUU+HM="></latexit>

E2 =
(j + 1

2 )
2

r20

<latexit sha1_base64="8uvF746tceWZR9BvR7W4ul/n4rw="></latexit>

j =
1

2
,
3

2
,
5

2
,

Eigenvalue number



Dirac 固有値分布とカイラリティ (Aμ=0) 

   

球⾯に局在するエッジ状態を確認！
1) それらはほぼカイラル                ,
2) 固有値にギャップ。(誘導重⼒の証拠！),
3) 縮退も含めて連続理論とよい⼀致.

EigenfuncPon amplitude 
distribuPon

<latexit sha1_base64="4UtwXHJNFrrTS4YvftEL5RNQXjA="></latexit>

h�ri ⇠ �1



Dirac 固有値分布とカイラリティ (Aμ=0)  

   

球⾯に局在するエッジ状態を確認！
1) それらはほぼカイラル                ,
2) 固有値にギャップ。(誘導重⼒の証拠！),
3) 縮退も含めて連続理論とよい⼀致.

EigenfuncPon amplitude 
distribuPon

<latexit sha1_base64="4UtwXHJNFrrTS4YvftEL5RNQXjA="></latexit>

h�ri ⇠ �1

注) 
格⼦点にもリンクにもどこ
にも重⼒の⾃由度は与えら
れていない。それにも関わ
らず、重⼒場は「有効場」
として確かに存在してい
る。



連続極限&熱⼒学極限

どちらもよくコントロールされていることを確認。

DeviaPon from conPnuum 1st eigenvalue Volume scaling of conPnuum (solid curve ) and laVce



回転対称性の回復

← conPnuum limit

波動関数のジグザグが細か
い格⼦で消えていく。

max-min peak plot

Standard deviaPon of
peaks normalized by 
their average
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What is a magne6c monopole?

In our world, every magne<c object is paired N and S poles. 
    

Figure from sozai-library.com

But magne*c monopoles naturally 
appear in grand-unified theory (or low 
energy limit of string theory ).

They are stable but extremely sparse 
because they were created only before 
the infla*on of the universe.

N
S



What will happen to monopole in topological insulator?

WiWen effect [1979]: magne[c monopole inside topological insulator 
(θ=π vacuum) will become a dyon with 1 / 2 of unit electric charge.

What is the microscopic mechanism ?
We find that curved domain-wall fermion can describe it. 

[Cf. Recent works: Hidaka et al. 2020,2021, Fukuda-Yonekura 2021,,,]

N N 
e/2



Topology change by magne6c fields

Topological phase can change by
magne[c field in quantum Hall systems.

From webpage of Hatugai lab, U. 
Tsukuba

Magne:c flux

en
er

gy

0
N

If the monopole
has strong enough 
magne[c field, 
it may create a 
small trivial phase 
region + curved 
domain-wall



Numerical analysis on a 3D flat laEce

We consider 3D Dirac Hamiltonian
with spherical domain-wall.

L=24,32, 48 la=ces
Domain-wall radius r0=(3/8)L
Monopole put at (L/2,L/2,L/2)
AnE-monopole at (L/2,L/2,1/2)
m(r<r0) = -14/(L+1)
m(r>r0) = +14/(L+1)
Open boundary condiEon at 
 xi = 0 or L (m=∞ outside)
Monopole charge n=0,1,-2

S

N

<latexit sha1_base64="wjy1pQOFtXWobm7H1gC5G46LsvM="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="Pm9HHgKZOfnHItBrY9k8mBvjWQk="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="yFqxRHaNSn0cy2zzE39f06on7g0="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="yFqxRHaNSn0cy2zzE39f06on7g0="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="vcBahTc4d33czS9QIqzrz4f34AI="></latexit>

m < 0

<latexit sha1_base64="erOJUW7JrHcE5yaGqabaApuEUHU="></latexit>

m > 0



Addi6ve mass renormaliza6on
at z=(L+1)/2 slice

n=1

<latexit sha1_base64="mldvy7L8MLEfZRXtEcvocZtbhRk="></latexit>

�0(x)†
h
�
P

i=1,2,3
1
2r

f
i rb

i +m
i
�0(x)

�0(x)†�0(x)

N

A small spherical domain-wall is created near the 
monopole, which may capture electrons.



Near-zero eigenvalues/func6ons

Monopole charge n=1.
We can see  two 
zero modes 
while the conOnuum 
predicOon at outside 
surface is only one.

<latexit sha1_base64="jpLdCe8B/GxpTDYkcQljNEiRSQk=">AAACFHicZVDLSgMxFM3UV62vUZdugqUgLsqMiLosunFZwT6gMwyZNDMNzSRDkhFK6T+48lNcCQri1o0r/8Z0OoptDwTOPfdeTu4JU0aVdpxvq7Syura+Ud6sbG3v7O7Z+wdtJTKJSQsLJmQ3RIowyklLU81IN5UEJSEjnXB4M+13HohUVPB7PUqJn6CY04hipI0U2KceQzxmBHqKxgkKXE9omhD1W0voyXwgGAZ21ak7OeAycQtSBQWagf3l9QXOEsI1Zkipnuuk2h8jqSlmZFLxMkVShIcoJj1DOTK+/ji/aQJrRunDSEjzuIa5+n9jjBKlRkloJhOkB2qxNxX/erU5Kx1d+WPK00wTjmdOUcagFnCaEOxTSbBmI0MQltR8FuIBkghrk2PFpOAu3rxM2md196Lu3p1XG9dFHmVwBI7BCXDBJWiAW9AELYDBI3gGr+DNerJerHfrYzZasoqdQzAH6/MHotSedg==</latexit>

h�1 ⌦ �rik
GradaPon: chirality

<latexit sha1_base64="Am8JX95CZBvFHfHv0NosouA6TXY="></latexit>

n : monopole charge



Near-zero eigenvalues/func6ons

Circle: la=ce results
Crosses: analyEc result 
on DW
GradaEon: chirality.

Monopole charge n=1.
We  have two near
Zero modes.

<latexit sha1_base64="jpLdCe8B/GxpTDYkcQljNEiRSQk=">AAACFHicZVDLSgMxFM3UV62vUZdugqUgLsqMiLosunFZwT6gMwyZNDMNzSRDkhFK6T+48lNcCQri1o0r/8Z0OoptDwTOPfdeTu4JU0aVdpxvq7Syura+Ud6sbG3v7O7Z+wdtJTKJSQsLJmQ3RIowyklLU81IN5UEJSEjnXB4M+13HohUVPB7PUqJn6CY04hipI0U2KceQzxmBHqKxgkKXE9omhD1W0voyXwgGAZ21ak7OeAycQtSBQWagf3l9QXOEsI1Zkipnuuk2h8jqSlmZFLxMkVShIcoJj1DOTK+/ji/aQJrRunDSEjzuIa5+n9jjBKlRkloJhOkB2qxNxX/erU5Kx1d+WPK00wTjmdOUcagFnCaEOxTSbBmI0MQltR8FuIBkghrk2PFpOAu3rxM2md196Lu3p1XG9dFHmVwBI7BCXDBJWiAW9AELYDBI3gGr+DNerJerHfrYzZasoqdQzAH6/MHotSedg==</latexit>

h�1 ⌦ �rik

The zero modes at outer surface and near monopole appear in pairs and mix by
tunneling effect.



Near-zero eigenvalues/func6ons

n=-2

We  have four zero 
modes.

The zero modes at outer surface and near monopole appear in pairs and mix by
tunneling effect.

<latexit sha1_base64="Am8JX95CZBvFHfHv0NosouA6TXY="></latexit>

n : monopole charge



A magneZc monopole locally gives a posiZve mass shi\ to turn its 
neighbor into a normal insulator. 

Curvature is so strong that only zero modes are captured:

      is too big unless  

Gravity of the S2 domain-wall

<latexit sha1_base64="kUWiZnYKcrnXq6Lyy8O0Vr/Pfe8="></latexit>

E ∼
p

(j + 1/2)2 − n2/4

r1

<latexit sha1_base64="Kv+ioKMc1hlfWyKW540wumzY+6g="></latexit>

j + 1/2 = |n|/2.

N

<latexit sha1_base64="Am8JX95CZBvFHfHv0NosouA6TXY="></latexit>

n : monopole charge



A)yah-Singer  on the S2 domain-wall
     

The degeneracy is  2j+1 = |n|.
The 2-dim chirality is
    →  

Geometrical index is

Namely, the zero modes on the domain-wall around the monopole
are topologically protected by the A[yah-Singer index theorem.

<latexit sha1_base64="hzejKdFCTe92e6zyh7MywSAC+iE="></latexit>

DS2

�j,j3,0(✓,�) = 0 for j = |n2 |� 1/2

<latexit sha1_base64="WuHte33x5aEKxLYh00BwJxFAg/8="></latexit>

�r�j,j3,0(✓,�) = sign(n)�j,j3,0(✓,�)
<latexit sha1_base64="i+2SoId6JvBd+Rv460QpQrnJyLg="></latexit>

IndDS2

= n.
<latexit sha1_base64="7Ed/Y6GWkHhHU97tc3ihfr0fQHg="></latexit>

1

4⇡

Z

S2

d2x✏µ⌫Fµ⌫ =
1

2⇡

Z

S2

d2xB · n = n.

<latexit sha1_base64="Am8JX95CZBvFHfHv0NosouA6TXY="></latexit>

n : monopole charge



Mixing with surface zero modes makes
the amplitude around monopole 〜 1/2

n=1

n=-2

<latexit sha1_base64="t40VvtU+xH4ax0Kk9NanQSvopUA="></latexit>

Ck(r) =

Z

|x|<r
d3x�k(x)

†�k(x)
Saturates to 1/2 
un9l r 〜 0.8 r0

CumulaEve distribuEon

This explains why the electric charge is frac[onal.



Re-interpreta*on of the effec*ve theory 
Original descrip9on by WiYen

Our reinterpreta9on : monopole makes a defect of the θ term.

<latexit sha1_base64="uT8oan6RnEGYGfdCvQwHG/z7lpc="></latexit>
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<latexit sha1_base64="d2f3v3O+CM206m+Q8mUS5O73b7Q="></latexit>
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Z
d3xr ·B = �✓qm

2⇡

<latexit sha1_base64="tP5I47NfPIC5UgDG1lZZyxUxDqU="></latexit>

@µF
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h
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i <latexit sha1_base64="bxW12ZQfIo6fdHMxOYV4XtjBlzc="></latexit>
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Z
d3xr ·E = � 1

4⇡2

Z
d3xr✓(r) ·B

= � 1

4⇡2

Z
d3x⇡�(r � r1)er ·B = �✓qm

2⇡

The result is the same! 
But our case does not require a true monopole with

<latexit sha1_base64="SL5pFUEBCac6o+Jvs0EJbqfxKJE="></latexit>

r ·B 6= 0



Comment on Monopole-massless electron scaUering

Our observa9on indicates
that monopole makes
electrons effec9vely very massive.

For codimension-one defect, there is no
local boundary condi9on which can
keep chiral symmetry.

It may be just impossible to keep electrons massless
in the presence of the magne9c monopole.

[Callan 1982, Rubakov 1982]
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平坦な正⽅格⼦に重⼒場が有効場として現れることを確認。

5. 磁気単極⼦をトポロジカル絶縁体に⼊れると何が起こるのか?
重⼒が強い⼩さなdomain-wall が出現、エッジ状態として電⼦を束縛してdyonになる。

6. まとめと妄想

✔

✔

✔

✔

✔



1. Einstein の等価原理 +  Nash の埋め込み定理は、あらゆる重
⼒を誘導重⼒として記述できることを保証.トポロジカル物
質の曲がった表⾯も重⼒源となる。

2. 正⽅格⼦に埋め込んだ曲がったドメインウォール上で質量
ゼロのエッジ状態のフェルミオンが誘導されたspin接続の
内在成分を通して重⼒を感じることを確認。さらに、外在
成分には影響を受けないことも確認。 

3. 応⽤として、トポロジカル絶縁体中の磁気単極⼦が電荷を
帯びる現象(WiWen効果)をミクロな球状ドメインウォール
の⽣成とその上に局在する電⼦によって説明。

まとめ



Take-home message
In mathema[cs, there have been two surprises about “curvature”:
1. Gauss’s Theorema Egregium [1827] : Gauss curvature can be 

wriWen by intrinsic quan[[es only.
2. Nash’s embedding theorem [1956] : Any intrinsic curvature can  

be described by an extrinsic flat space.

In physics, we have been surprised only once by
1. Einstein’s general rela[vity, which requires only intrinsic metric.

Why don’t we have a 2nd surprise?



Crea6on/annihila6on of the domain-walls

So far, we only quan[zed fermion and treated the gravity and 
gauge fields as background.
However, we have seen 
 1) crea[on/ annihila[on of DW is automa[cally implemented,
 2) metric – U(1) gauge interac[on is encoded as the effec[ve 
interac[on through the Wilson term.



Fluctua6on of the domain-walls

Let us move the magne[c flux aWached to  the 
domain-wall -> domain-wall shape changes.



Quantum gravity?

If  we treat the sign of mass term         as a
dynamical variable  (like Ising spin) and perform 
a path integral, 

The effec[ve theory may be “some” quantum 
gravity described by the induced spin connec[ons 
(metric and vielbein are effec[ve fields).
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LaEce regulariza6on of higher 
dim. Euclidean space as gravity

1. Prepare a higher dim. square la`ce. 
2. Put the target curved manifold as domain-walls and constrain fields on it.
3. Fluctuate the submanifold quantum mechanically with a Boltzmann weight 

of the Einstein Hilbert acZon.
4. Then the effecZve theory may describe quantum gravity.

Nash’s theorem “tells” any gravita[onal field can 
be described in a flat Euclidean space.



Grand UnificaBon?

Higher dim. Euclidean square la`ce theory 

QCD and Electro-Weak + domain-wall source (axion?)

Hadron physics         Gravity 

The effec[ve theories of hadrons and 
gravity do not need to be renormalizable.



Deriva[ve in y direc[on 
is insensi[ve to the extrinsic 
curvature.
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Appendix : insensi0vity to extrinsic curvature
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